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INTE´GRATION SYMPLECTIQUE DES
VARIE´TE´S DE POISSON RE´GULIE`RES
F. ALCALDE CUESTA∗et G. HECTOR
Abstract
A symplectic integration of a Poisson manifold (M,Λ) is a symplectic
groupoid (Γ, η) which realizes the given Poisson manifold, i.e. such that
the space of units Γ0 with the induced Poisson structure Λ0 is isomorphic
to (M,Λ). This notion was introduced by A. Weinstein in [28] in order
to quantize Poisson manifolds by quantizing their symplectic integration.
Any Poisson manifold can be integrated by a local symplectic groupoid
([4], [13]) but already for regular Poisson manifolds there are obstructions
to global integrability ([2], [6], [11], [17], [28]).
The aim of this paper is to summarize all the known obstructions and
present a sufficient topological condition for integrability of regular Poisson
manifolds; we will indeed describe a concrete procedure for this integration.
Further our criterion will provide necessary and sufficient if we require Γ
to be Hausdorff, which is a suitable condition to proceed to Weinstein’s
program of quantization. These integrability results may be interpreted as
an generalization of the Cartan-Smith proof of Lie’s third theorem in the
infinite dimensional case.
1 Introduction
Un groupo¨ıde symplectique (Γ, η) est un groupo¨ıde de Lie muni d’une
structure symplectique η compatible avec la multiplication partielle ([4], [13],
[28]). L’espace des unite´s Γ0 est muni d’une structure de Poisson canonique Λ0
pour laquelle la projection source α est un morphisme de Poisson. Le proble`me
de l’inte´gration symplectique d’une varie´te´ de Poisson (M,Λ) a e´te´ pose´ par
A. Weinstein dans [28]; il consiste a` construire un groupo¨ıde symplectique (Γ, η)
dont l’espace des unite´s (Γ0,Λ0) est isomorphe a` (M,Λ). Quitte a` de´ployer Γ
(voir [20]), on peut supposer que les fibres de α sont connexes et simplement
connexes; une telle inte´gration symplectique est dite universelle. L’ide´e de A.
Weinstein est d’utiliser l’inte´gration symplectique pour quantifier les varie´te´s de
Poisson (voir [28], [30], [31]).
∗Recherche supporte´e par D.G.I.C.Y.T. Espagne (Proyecto PB90-0765) et Xunta de Galicia
(Proxecto XUGA20704B90)
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L’inte´gration par un groupo¨ıde symplectique local a e´te´ re´alise´e dans [4] et [13].
Pour l’inte´gration globale, il est naturel de s’inte´resser d’abord aux varie´te´s de
Poisson re´gulie`res (i.e. celles dont le feuilletage caracte´ristique F est re´gulier) et
plus pre´cisement aux varie´te´s de Poisson re´gulie`res dont tout cycle e´vanouissant
est trivial. Cette condition situe le proble`me dans la cate´gorie des varie´te´s de
Poisson se´pare´es ce qui permet des calculs cohomologiques. Dans ce contexte, on
a les re´sultats suivants:
1) il existe des varie´te´s de Poisson non inte´grables: P. Dazord construit une
obstruction a` l’inte´grabilite´ de certaines varie´te´s de Poisson dans [5] et [6];
2) les varie´te´s de Poisson totalement asphe´riques (i.e. celles pour lesquelles
le pi2 des feuilles de F est nul) sont inte´grables ([7]).
Le premier but de ce travail est d’exhiber une condition topologique suffi-
sante pour inte´grer les varie´te´s de Poisson re´gulie`res sans cycle e´vanouissant qui
ge´ne´ralise et re´sume tous les re´sultats d’inte´gration connus a` ce jour. En fait, on
donne une construction explicite de leur inte´gration symplectique universelle.
Les varie´te´s de Poisson re´gulie`res dont l’inte´gration symplectique est se´pare´e
forment une bonne cate´gorie pour la pre´quantification propose´e par A. Weinstein.
Pour ces varie´te´s, on obtient une condition ne´cessaire et suffisante d’inte´gration.
La construction de l’inte´gration s’appuie sur une the´orie de fibre´s princi-
paux a` groupo¨ıde structural qui remplace l’approche par les re´alisations
isotropes de Libermann duˆe a` P. Dazord ([5], [6]). On est donc amene´ a`
introduire dans ce contexte les notions familie`res pour les fibre´s principaux clas-
siques: cocycle, connexion, courbure et classe de Chern. Cela permet
d’expliciter l’analogie avec les re´sultats d’inte´grabilite´ de B. Kostant ([15]), J. M.
Souriau ([23]) et A. Weil ([26]). Cette approche ame`ne naturellement a` un autre
aspect: l’utilisation de techniques cohomologiques pour ”inte´grer” les invariants
cohomologiques de la structure de Poisson.
La partie technique du travail consiste a` de´montrer un the´ore`me d’annulation
pour la cohomologie (a` valeurs dans un faisceau) d’une submersion; celui-ci est
le coeur de la preuve du the´ore`me d’inte´gration.
1.1 Re´sultats
D’apre`s [7], une structure de Poisson re´gulie`re Λ sur une varie´te´ M est
de´termine´e par le feuilletage caracte´ristique F engendre´ par les champs hamil-
toniensXf et la forme feuillete´e symplectique de´finie par σ(Xf , Xg) = {f, g}.
C’est ce point de vue feuillete´ qui va permettre d’introduire les objets essentiels
dans la construction de l’inte´gration symplectique.
Toute sphe`re tangente a` F peut eˆtre de´forme´e transversalement en une famille
continue D de sphe`res tangentes (voir §3.2). L’inte´gration de σ sur ces sphe`res
de´finit une fonction d’aire sur une transversale a` F . Si cette fonction posse`de
un point critique, on dira que la de´formation transverse D est symplec-
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tiquement e´vanouissante; une telle de´formation sera dite triviale si la fonc-
tion d’aire est constante. Les diffe´rentielles des fonctions d’aire engendrent un
sous-groupo¨ıde P(Λ) du fibre´ conormal ν∗F appele´ le groupo¨ıde des pe´riodes
sphe´riques de´rive´es (ou simplement le groupo¨ıde de´rive´) de Λ.
Comme dans les proble`mes de l’inte´gration des groupes locaux ([25]) et des
suites d’Atiyah ([2], [17]) ou dans le proble`me de la pre´quantification des varie´te´s
symplectiques ([15], [23], [26]), l’inte´grabilite´ des varie´te´s de Poisson sera carac-
te´rise´e par leurs pe´riodes (sphe´riques de´rive´es). Celles-ci doivent eˆtre annule´es
si l’on veut faire disparaˆıtre les obstructions cohomologiques a` l’inte´gration. Par
conse´quent, le groupo¨ıde quotient G du fibre´ conormal ν∗F par le groupo¨ıde
de´rive´ P(Λ) sera l’ingre´dient fondamental de l’inte´gration symplectique. On
re´sumera cette ide´e en dissant que G est le groupo¨ıde structural de Λ.
The´ore`me 1.1 Soit (M,Λ) une varie´te´ de Poisson re´gulie`re. Le groupo¨ıde
structural G est un groupo¨ıde de Lie si et seulement si
i) le groupo¨ıde de´rive´ P(Λ) est un sous-groupo¨ıde de Lie de ν∗F e´tale´ sur M ,
i.e. toute de´formation symplectiquement e´vanouissante est triviale;
ii) le groupo¨ıde de´rive´ P(Λ) est plonge´ dans ν∗F .
En outre, G est se´pare´ si et seulement si P(Λ) est ferme´.
La condition (i) est l’obstruction a` l’integrabilite´ mise en lumie`re par A. Weins-
tein dans [28]. Les conditions (i) et (ii) impliquent que le groupo¨ıde de´rive´ est un
re´seau de (M,Λ) au sens de [5] et [6]; il s’agit de l’obstruction de P. Dazord. En
outre, ces deux conditions entraˆınent que les fibres de P(Λ) sont ferme´es discre`tes;
en restriction aux feuilles de F , on retrouve ainsi l’obstruction a` l’inte´grabilite´
des alge´bro¨ıdes de Lie transitifs de R. Almeida et P. Molino ([2]) et K. Mackenzie
([17]). Bref, toutes ces obstructions a` l’inte´grabilite´ n’interviennent en fait que
pour assurer que le groupo¨ıde structural G est un groupo¨ıde de Lie.
Exemples 1.2 (1) Soit F le feuilletage horizontal sur M = S2 × R de´fini par
l’e´quation dt = 0. Soit v0 la forme volume canonique sur S
2. La forme feuillete´e
symplectique σ repre´sente´e par ω = (1 + t2)v0 de´finit une structure de Poisson
Λ = (F , σ) sur M . Le groupo¨ıde de´rive´, qui est engendre´ par la 1-forme 2tdt,
n’est pas un groupo¨ıde de Lie.
Cet exemple de A. Weinstein (voir [28]) montre que le groupo¨ıde structural
G n’est pas en ge´ne´ral un groupo¨ıde de Lie. L’exemple suivant montre que la
condition de plongement est aussi essentielle:
(2) La structure de Poisson sur S2 × R de l’exemple (1) induit une structure de
Poisson Λ sur l’ouvert M obtenu en oˆtant le point (N, 0), ou` N est le poˆle nord
de S2. Il n’y a plus de de´formation symplectiquement e´vanouissante, mais le
groupo¨ıde structural G n’est toujours pas un groupo¨ıde de Lie.
Si le groupo¨ıde de´rive´ est plonge´ dans ν∗F e´tale´ sur M , alors les fibres sont
discre`tes, mais ces deux conditions ne sont pas e´quivalentes d’apre`s l’exemple (2).
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Les analogies e´tablies et le proce´de´ de construction de l’inte´gration symplec-
tique (voir §4) permettent d’interpre´ter le the´ore`me suivant comme une extension
du the´ore`me de Cartan-Smith qui e´tablit le 3e`me the´ore`me de Lie (cf. [25]):
The´ore`me 1.3 Soit (M,Λ) une varie´te´ de Poisson re´gulie`re dont tout cycle
e´vanouissant est trivial. Si
i) le groupo¨ıde structural G est un groupo¨ıde de Lie,
ii) la varie´te´ de Poisson (M,Λ) est transversalement comple`te, i.e. il existe
un supple`mentaire du fibre´ tangent du feuilletage image re´ciproque de F sur G,
alors (M,Λ) est inte´grable.
Si G est se´pare´, la varie´te´ de Poisson (M,Λ) est e´videmment transversalement
comple`te (voir §3.7). D’autre part, le groupo¨ıde structural d’une varie´te´ de Pois-
son totalement asphe´rique (i.e. tout cycle e´vanouissant est trivial et le pi2 des
feuilles est nul) est isomorphe a` ν∗F et l’on retrouve le the´ore`me fondamental de
[7]:
Corollaire 1.4 Si (M,Λ) est une varie´te´ de Poisson re´gulie`re totalement asphe´-
rique, alors (M,Λ) est inte´grable. ✷
Re´ciproquement, on montre le the´ore`me d’obstruction suivant qui re´sume les
obstructions pre´alablement e´tablies ([2], [6], [17], [28]) dans le cas ge´ne´ral des
varie´te´s de Poisson re´gulie`res:
The´ore`me 1.5 Si une varie´te´ de Poisson re´gulie`re (M,Λ) est inte´grable, alors
le groupo¨ıde structural G est un groupo¨ıde de Lie.
D’apre`s le the´ore`me 1.3, il semble raisonnable d’ajouter une nouvelle obstruc-
tion, a` savoir la comple´tion transverse de (M,Λ). En fait, le proce´de´ de [11]
permet de montrer une condition ne´cessaire proche de la comple´tion transverse
(en e´largissant la notion de cycle e´vanouissant cohe´rent de [11]). Ne´anmoins,
le proble`me de l’existence ou non d’un supple´mentaire invariant reste ouvert.
La quantification d’apre`s A. Weinstein (voir [28] et [31]) ame`ne a` s’inte´resser
aux varie´te´s de Poisson dont l’inte´gration symplectique est se´pare´e:
The´ore`me 1.6 Une varie´te´ de Poisson re´gulie`re (M,Λ) est inte´grable par un
groupo¨ıde symplectique se´pare´ si et seulement si tout cycle e´vanouissant est trivial
et le groupo¨ıde structural G est un groupo¨ıde de Lie se´pare´. ✷
Les conditions d’inte´gration se simplifient si le groupo¨ıde d’homotopie
Π1(F) (voir §2.4) est localement trivial. On remarque que les cycles e´vanouissants
d’un tel feuilletage sont triviaux. La proposition 3.3 permet d’e´noncer le re´sultat
suivant:
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Corollaire 1.7 Une varie´te´ de Poisson re´gulie`re (M,Λ) a` groupo¨ıde d’homotopie
localement trivial est inte´grable si et seulement si le groupo¨ıde de´rive´ P(Λ) est
un sous-groupo¨ıde de Lie de ν∗F a` fibres ferme´es discre`tes. ✷
Exemples 1.8 On donne des exemples de structures de Poisson Λ = (F , σ) dont
le groupo¨ıde d’homotopie est localement trivial:
1) Si F est de´fini par une action localement libre d’un groupe de Lie G et puisque
G est asphe´rique, Λ est inte´grable d’apre`s le corollaire 1.4.
2) Si F est riemannien complet, Λ ve´rifie la condition du corollaire 1.7 d’apre`s
[1].
3) Une structure cosymplectique ([16]) sur une varie´te´M est la donne´e d’une
1-forme ferme´e θ et d’une 2-forme ferme´e ω telles que θ ∧ ωk soit un forme
volume sur M . Le feuilletage F de´fini par l’e´quation θ = 0 et la forme feuillete´e
σ repre´sente´e par ω de´finissent une structure de Poisson Λ sur M . Si le champ
de Reeb R (de´fini par iRθ = 1 et iRω = 0) est complet, le R-feuilletage de Lie
F est complet et donc ve´rifie la proprie´te´ du corollaire 1.7. Puisque le groupo¨ıde
de´rive´ est nul, Λ est inte´grable. En fait, puisque ω est ferme´e, Λ est toujours
inte´grable d’apre`s [7].
4) Soit F un feuilletage totalement ge´ode´sible. En proce´dant comme dans [1],
ce cas se rame`ne au cas (1) a` l’aide du the´ore`me de structure de G. Cairns (voir
[18]).
Exemples 1.9 Soient F un feuilletage transversalement orientable de codimen-
sion 1 et Λ = (F , σ) une structure de Poisson sur une varie´te´ compacte M de
dimension 3. D’apre`s le the´ore`me de stabilite´ de Reeb et le the´ore`me de Novikov,
il y a trois cas possibles:
1) F est totalement asphe´rique et donc Λ est inte´grable d’apre`s le corollaire 1.4;
2) F est la fibration triviale en sphe`res et Λ est inte´grable si la fonction d’aire
est constante d’apre`s le corollaire 1.7;
3) F posse`de une composante de Reeb qui supporte un cycle e´vanouissant non
trivial et dans ce cas aucune structure de Poisson Λ n’est inte´grable d’apre`s [11].
2 Varie´te´s de Poisson re´gulie`res
Le but de cette section est de rappeler la description des varie´te´s de Poisson
re´gulie`res en termes de formes feuillete´es (voir [7] et [11]).
2.1 Formes feuillete´es et formes pures
i) Soit (M,F) une varie´te´ feuillete´e. Soient (Ω∗(M), d) le complexe de De Rham
et (Ω∗M,F), d) le sous-complexe des formes relatives, i.e. des formes qui
s’annulent sur les feuilles de F . Le complexe (Ω∗(F), dF ) des formes feuillete´es
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est le complexe quotient et sa cohomologieH∗(F) est la cohomologie feuillete´e
de (M,F).
ii) Le choix d’un supple´mentaire NF de TF permet d’obtenir de bons repre´sen-
tants des formes feuillete´es. Soit ν∗F le fibre´ conormal dont les sections sont les 1-
formes relatives. La de´composition T ∗M = ν∗F⊕T ∗F induit une de´composition
de Ω∗(M) et d en formes pures et composantes pures
Ωr(M) =
⊕
p+q=r
Ωp,q(M) d = d0,1 + d1,0 + d2,−1
iii) Si l’on conside`re Ωr(M) =
⊕
Ωp,q(M) comme un module filtre´ de degre´
filtrant p, on obtient la suite spectrale de Leray-Serre
Ep,q2 (F) =⇒ H
p+q(M)
Puisque le terme Ep,q0 (F) = Ω
p,q(M) et la diffe´rentielle d0 est induite par d0,1,
on a:
E0,q1 (F)
∼= Hq(F)
iv) Soit L est la forme de Liouville sur ν∗F . Les champs H de´finis par
iHL = iHdL = 0(2.1.1)
engendrent un feuilletage H appele´ le feuilletage releve´ de F . Le fibre´ tangent
TH est le sous-fibre´ horizontal de la connexion partielle de Bott de´finie par
∇Xµ = iXdµ
pour tout champ X ∈ X(F) et toute section µ de ν∗F . Bref, ν∗F est un fibre´
vectoriel F-feuillete´ (au sens de [18]) dont les sections feuillete´es sont les
1-formes basiques, i.e. les 1-formes µ telles que iXµ = iXdµ = 0 pour tout
X ∈ X(F).
v) L’espace Ωq(F ; ν∗F) des q-formes feuillete´es a` valeurs dans ν∗F est
l’espace des sections du fibre´ vectoriel (
∧q
T ∗F)⊗ν∗F . La diffe´rentielle exte´rieure
covariante
dFω(X1, . . . , Xq+1) =
∑q+1
i=1 (−1)
i+1∇Xiω(X1, . . . , X̂i, . . . , X+1) +∑
i<j(−1)
i+jω([Xi, Xj], . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xq+1)
ve´rifie d2F = 0 car la courbure de ∇ est nulle. La cohomologie H
∗(F ; ν∗F) du
complexe (Ω∗(F ; ν∗F), dF ) est la cohomologie feuillete´e de (M,F) a` valeurs
dans ν∗F . Alors, on a:
E1,q1 (F)
∼= Hq(F ; ν∗F)
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2.2 Formes feuillete´es symplectiques
Une forme feuillete´e est un e´le´ment d’un quotient, mais on ve´rifie aise´ment
que ses puissances exte´rieures et son e´valuation sur les vecteurs tangents a` F
sont bien de´finies. Une 2-forme feuillete´e σ ∈ Ω2(F) est dite symplectique si
i) dFσ = 0
ii)
∧k
σ est non nulle en tout point de M ou` dimF = 2k.
Une telle forme feuillete´e de´finit une structure de Poisson Λ sur M dont le feuil-
letage caracte´ristique est F .
A la structure de Poisson Λ = (F , σ), on associe les deux e´le´ments de la suite
spectrale de Leray-Serre de´finis par
i) [Λ] = [ω] ∈ E0,21 (F) = H
2(F)
ii) d1[Λ] = [d1,0ω] ∈ E
1,2
1 (F) = H
2(F ; ν∗F)
ou` ω est un repre´sentant pur de type (0, 2) de σ et d1 est la diffe´rentielle de la
suite spectrale induite par d1,0. Ce sont des invariants essentiels de Λ.
2.3 Alge´bro¨ıdes de Lie
Une structure de Poisson Λ = (F , σ) sur une varie´te´ M de´finit une structure
d’alge´bro¨ıde de Lie ([20]) sur le fibre´ cotangent T ∗M ([4], [13]) donne´e par:
i) le morphisme de fibre´s vectoriels Λ#: T ∗M → TM qui, a` toute 1-forme µ,
associe le champ Λ#µ tangent a` F tel que i
Λ#µ
σ = −µ, ou` µ est la classe
feuillete´e de µ;
ii) le crochet de Lie
{µ1, µ2} = iΛ#µ1
dµ2 − iΛ#µ2
dµ1 + dΛ(µ1, µ2)
pour lequel Λ#: Ω1(M)→ X(M) est un morphisme d’alge`bres de Lie qui ve´rifie
{µ1, fµ2} = f{µ1, µ2}+ (LΛ#µ1
f)µ2 pour toute fonction f ∈ C∞(M).
Le noyau du morphisme Λ# est le fibre´ conormal ν∗F . C’est un alge´bro¨ıde
de Lie vectoriel, i.e. un fibre´ en alge`bres de Lie abe´liennes. De fac¸on pre´cise,
on a une extension d’alge´bro¨ıdes de Lie
0→ ν∗F −→ T ∗M
Λ#
−→ TF → 0(2.3.2)
L’alge´bro¨ıde de Lie TF agit sur le noyau ν∗F a` l’aide de la connexion partielle
de Bott. Pour tout couple X1 et X2 de champs tangents a` F , on conside`re le
couple µ1 = −iX1ω et µ2 = −iX2ω de 1-formes pures de type (0, 1) pour le choix
d’un supple´mentaire de TF . La 2-forme feuillete´e ferme´e Ω ∈ Ω2(F ; ν∗F) de´finie
par
Ω(X1, X2) = −{µ1, µ2}1,0 = iX2iX1d1,0ω
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repre´sente une classe de H2(F ; ν∗F) qui caracte´rise l’extension:
Proposition 2.1 ([7]) L’alge´bro¨ıde de Lie T ∗M de (M,Λ) est l’extension de
TF par ν∗F (relative a` la connexion partielle de Bott) de classe d1[Λ]. ✷
2.4 Inte´gration de Poisson
Soit (M0,F0) une varie´te´ feuillete´e (ou` l’on modifie les notations pre´ce´dentes
par l’adjonction d’un indice 0). Le groupo¨ıde d’homotopie Π1(F0) ([20]) est
le quotient de l’espace des chemins contenus dans les feuilles de F0 (muni de la
topologie compact-ouvert C∞) par la relation d’homotopie dans les feuilles de
F0. C’est un groupo¨ıde de Lie (voir [19]) dont l’espace total M est se´pare´ si, et
seulement si, tout cycle e´vanouissant de F0 est trivial (voir [7]). Les projections
source α0 et but β0 de´finissent un meˆme feuilletage image re´ciproque F = α∗0F0 =
β∗0F0 dont les feuilles sont les groupo¨ıdes d’homotopie des feuilles de F0. Ce
feuilletage est invariant par l’involution ι0 de Π1(F0) et sa trace sur M0 est e´gale
a` F0.
i) Les applications α0, β0, ι0 induisent des morphismes des complexes de formes
relatives et de formes feuillete´es.
ii) On fixe une de´composition TM0 = NF0⊕TF0 et l’on note p la projection sur
TF0. Le noyau de l’application
(p× p)◦(β0, α0)∗: TM → TM0 ⊕ TM0 → TF0 ⊕ TF0
est un supple´mentaire de TF . On dira que ces de´compositions de TM et TM0
sont adapte´es l’une a` l’autre. Dans des de´compositions adapte´es, les applica-
tions α0, β0, ι0 induisent des morphismes des complexes de formes pures de type
(p, q).
iii) Soit Ω∗(F ,F0) le complexe des formes feuillete´es relatives qui s’annulent
surM0. En utilisant des de´compositions adapte´es, on obtient un isomorphisme de
Ω0,q(M,M0) dans Ω
q(F ,F0) et une suite spectrale de Leray-Serre relative
Ep,q2 (F ,F0)⇒ H
p+q(M,M0)
En outre, toute structure de Poisson Λ0 = (F0, σ0) sur M0 se rele`ve en une
structure de Poisson Λ sur M qui en fait un groupo¨ıde de Poisson au sens de
[29] (voir [7]). Cette structure de Poisson est de´termine´e par le feuilletage F et
la forme feuillete´ relative σ = α∗0σ0 − β
∗
0σ0.
3 Pe´riodes sphe´riques et groupo¨ıde structural
Le proble`me de l’inte´gration symplectique de (M,Λ) consiste a` construire un
groupo¨ıde symplectique dont l’alge´bro¨ıde de Lie est isomorphe a` l’extension T ∗M
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de TF par ν∗F . Ces deux derniers alge´bro¨ıdes de Lie sont inte´grables. Le fibre´
conormal ν∗F est un groupo¨ıde de Lie (plus pre´cisement un fibre´ en groupes) qui
est visiblement l’inte´gration de l’alge´bro¨ıde de Lie ν∗F . En outre, le groupo¨ıde
d’homotopie Π1(F) re´alise l’inte´gration de TF . L’inte´grabilite´ de (M,Λ) sera
caracte´rise´e en termes de pe´riodes sphe´riques de la classe d1[Λ] de l’extension.
Leur construction sera le premier but de cette section. On s’inte´ressera ensuite
aux structures diffe´rentiable et feuillete´e du groupo¨ıde quotient G de ν∗F par ces
pe´riodes sphe´riques. C’est dans la construction de ce groupo¨ıde que se retrou-
veront toutes les difficulte´s et toutes les obstructions a` l’inte´grabilite´. En parti-
culier, on prouvera le the´ore`me 1.1 au §3.5.
3.1 Le groupo¨ıde d’homotopie Π2(F)
Soit F un feuilletage de dimension n et de codimension m sur une varie´te´ M .
Soit C∞(S2,F) l’espace des applications diffe´rentiables de S2 dans les feuilles
de F muni de la topologie compact-ouvert C∞. Si N de´signe le poˆle nord de
S2, la projection pˆ: s ∈ C∞(S2,F) 7−→ s(N) ∈ M est continue et ouverte. Soit
Π2(F) le quotient de C∞(S2,F) par la relation d’homotopie dans les feuilles de
F relative a` N et q: C∞(S2,F)→ Π2(F) la projection quotient correspondante.
La projection induite p: Π2(F) → M est aussi continue et ouverte; sa fibre en
un point x est le groupe d’homotopie pi2(Lx, x) de la feuille Lx passant par x.
Bref, Π2(F) est un groupo¨ıde (plus pre´cisement un fibre´ en groupes) topologique
appele´ le groupo¨ıde d’homotopie de F d’ordre 2.
3.2 Structure diffe´rentiable sur Π2(F)
Soit s: (S2, N) → (M,x) une application diffe´rentiable dont l’image est con-
tenue dans la feuille de F passant par x; on dira que s est une sphe`re tan-
gente a` F . Soit E le fibre´ vectoriel image re´ciproque de ν∗F par s. A l’aide
d’une me´trique riemannienne, on construit une application diffe´rentiable D d’un
voisinage de la section nulle de E dans M prolongeant s et transverse a` F , qui
induit un diffe´omorphisme de la fibre de N sur une transversale V passant par x.
D’apre`s le the´ore`me de stabilite´ globale de Reeb, le feuilletage image re´ciproque
D∗F est trivialise´ par la connexion de Bott. Bref, s se prolonge en une applica-
tion diffe´rentiable D: S2 × V → M transverse a` F telle que le feuilletage image
re´ciproque H = D∗F est le feuilletage horizontal en sphe`res sur S2×V . On dira
que D est une de´formation transverse de s.
Toute de´formation transverse D peut eˆtre e´paissie en un tube de sphe`res
tangentes. Pour cela, soit (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) une carte locale distingue´e
pour laquelle la transversale x1 = . . . = xn = 0 est contenue dans V . Soient
ϕ1t , . . . , ϕ
n
t les flots des champs tangents
∂
∂x1
, . . . , ∂
∂xn
. L’application diffe´rentiable
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T : S2 × U →M de´finie par
T (z, x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) = ϕ
1
x1
◦ . . . ◦ϕnxn(D(z, y1, . . . , yn))
prolonge la de´formation transverse D. On dira que T est un tube de sphe`res
tangentes. Tout tube T de´finit des applications continues
PPPPPq
✲
❄
U C∞(S2,F)
Π2(F)
τ
q
τˆ
(3.2.1)
ou` τ est une section de la projection p. Ces applications τ de´finissent un atlas et
donc une structure diffe´rentiable sur Π2(F) pour laquelle p est un diffe´omorphis-
me local. Bref, on a le re´sultat suivant:
Proposition 3.1 Le groupo¨ıde Π2(F) est un groupo¨ıde de Lie e´tale´ sur M . ✷
Exemples 3.2 (1) Soit Π2(M) le groupo¨ıde d’homotopie d’ordre 2 d’une varie´te´
M . Soient V un voisinage contractile d’un point x0 et γ un chemin dans V
d’extremite´ x0. L’isomorphisme induit γ#: pi2(M,x)→ pi2(M,x0) ne de´pend que
de l’origine x de γ. Les home´omorphismes
[s] ∈ p−1(V ) 7→ (s(N), γ#([s])) ∈ V × pi2(M,x0)
de´finissent une structure de varie´te´ sur Π2(M) qui en fait un fibre´ localement
trivial de fibre pi2(M,x0) et de groupe structural pi1(M,x0). Evidemment, ce
fibre´ est trivial si M est 2-simple, i.e. l’action de pi1(M,x0) sur pi2(M,x0) est
triviale.
(2) Soient pi:M → B un fibre´ localement trivial dont la fibre F est 2-simple et F
le feuilletage de´fini par pi. Soit Π2(pi) le fibre´ associe´ de fibre pi2(F ). Le groupo¨ıde
d’homotopie Π2(F) est le fibre´ image re´ciproque de Π2(pi) par pi.
(3) On a une situation analogue si F est un feuilletage de´fini par une submersion
surjective pi: M → B a` fibres 2-simples. Le groupo¨ıde d’homotopie Π2(F) est
trivial en restriction aux fibres de pi et donc de´finit par projection un groupo¨ıde
de Lie Π2(pi) e´tale´ sur B. On dira que Π2(pi) est le groupo¨ıde d’homotopie
d’ordre 2 de pi.
Les fibres de α0: Π1(F)→M sont les reveˆtements universels des feuilles de F
de projection β0. Celle-ci induit donc un isomorphisme (β0)∗: Π2(α0)→ Π2(F).
D’apre`s les exemples (1) et (2) ci-dessus, on a le re´sultat suivant:
Proposition 3.3 Le groupo¨ıde d’homotopie Π2(F) est localement trivial en res-
triction a` chaque feuille de F . Si Π1(F) est en plus localement trivial, alors il
en est de meˆme pour Π2(F). ✷
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3.3 Inte´gration et pe´riodes
Soient Λ = (F , σ) une structure de Poisson et Ω ∈ Ω2(F ; ν∗F) un repre´sentant
de la classe d1[Λ]. Soit D: S
2 × V → M une de´formation transverse d’une
sphe`re tangente s: (S2, N)→ (M,x). On de´signe par H le feuilletage horizontal
en sphe`res sur S2 × V . La 2-forme feuillete´e ferme´e D∗Ω ∈ Ω2(H; ν∗H) est
repre´sente´e par une forme pure δ de type (1, 2) pour la trivialisation canonique
de T ∗(S2 × V ). L’inte´gration sur les fibres du fibre´ trivial S2 × V au-dessus de
V de´finit une 1-forme ∫
D
Ω = −
∫
S2
δ
sur V . Les proprie´te´s de −
∫
impliquent que celle-ci est inde´pendante de la tri-
vialisation de T ∗(S2 × V ).
De fac¸on analogue, la 2-forme feuillete´e Ω s’inte`gre sur un tube T prolongeant
D en une 1-forme basique
∫
T
Ω sur l’ouvert distingue´ correspondant U qui e´tend
la 1-forme
∫
D
Ω sur la transversale V .
On conside`re le morphisme d’inte´gration
IΩ: Π2(F)→ ν
∗F
qui, a` la section τ : U → Π2(F) de´finie par un tube T d’apre`s le diagramme (3.2.1),
associe la 1-forme basique
∫
T
Ω sur U . D’apre`s le the´ore`me de Stokes, c’est un
morphisme de groupo¨ıdes de Lie bien de´fini qui ne de´pend que de la classe d1[Λ]
de Ω. Son image P = P(Λ) est un sous-groupo¨ıde alge´brique de ν∗F appele´ le
groupo¨ıde des pe´riodes sphe´riques de´rive´es de Λ.
Proposition 3.4 Le groupo¨ıde de´rive´ P est sature´ pour la connexion partielle
de Bott sur ν∗F .
De´monstration Puisque les inte´grales de Ω sur les tubes sont des 1-formes
basiques, le groupo¨ıde de´rive´ P est horizontal pour la connexion partielle de
Bott. D’apre`s la proposition 3.3, Π2(F) est localement trivial en restriction aux
feuilles de F et donc il en est de meˆme pour P . D’ou` la proposition. ✷
3.4 Structure diffe´rentiable sur P
Si K de´signe le noyau du morphisme d’inte´gration, on a une suite exacte de
groupo¨ıdes topologiques
0→ K −→ Π2(F)
IΩ−→ P → 0
ou` le groupo¨ıde de´rive´ P est muni de la topologie quotient.
L’exemple 1.2.1 sugge`re la de´finition suivante: une de´formation transverse D
d’une sphe`re tangente s: (S2, N) → (M,x) est symplectiquement e´vanouis-
sante si
∫
D
Ω(x) = 0; une telle de´formation est triviale si
∫
D
Ω = 0.
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Proposition 3.5 Les conditions suivantes sont e´quivalentes:
i) le groupo¨ıde P est un sous-groupo¨ıde de Lie de ν∗F e´tale´ sur M ;
ii) le noyau K est un sous-groupo¨ıde de Lie plonge´ de Π2(F);
iii) toute de´formation symplectiquement e´vanouissante est triviale.
De´monstration On montre tout d’abord que les conditions (i) et (ii) sont
e´quivalentes (cf. [12] et [21]). Si P est un sous-groupo¨ıde de Lie de ν∗F e´tale´
sur M , le morphisme d’inte´gration IΩ: Π2(F)→ P est un diffe´omorphisme local.
Son noyau K = I−1Ω (M) est donc un sous-groupo¨ıde de Lie plonge´ de Π2(F).
Re´ciproquement, soit R la relation d’e´quivalence sur Π2(F) de´finie par l’action
de K, c’est-a`-dire l’image re´ciproque de K par l’application diffe´rence
([s1], [s2]) ∈ Π2(F)×M Π2(F) 7−→ [s2]− [s1] ∈ Π2(F)
ou` Π2(F)×MΠ2(F) est le produit fibre´ {([s1], [s2]): s1(N) = s2(N)}. La condition
(ii) implique que R est une sous-varie´te´ plonge´e de Π2(F)×M Π2(F). De plus, la
projection sur le premier facteur se restreint en une submersion surjective de R
sur Π2(F). D’apre`s le crite`re de Godement (voir [22]), le quotient P = Π2(F)/K
est muni d’une structure de varie´te´ (qui en fait un groupo¨ıde de Lie) pour laquelle
la projection IΩ est une submersion surjective. L’inclusion de P dans ν∗F est
un morphisme injectif de groupo¨ıdes de Lie. Puisque Π2(F) s’e´tale sur M , il
en est de meˆme pour P qui devient ainsi immerge´ dans ν∗F . Bref, P est un
sous-groupo¨ıde de Lie de ν∗F e´tale´ sur M .
Pour montrer l’e´quivalence entre (ii) et (iii), on conside`re une de´formation
transverse D d’une sphe`re tangente s. Un tube T qui prolonge D de´finit un
voisinage W = τ(U) de [s] diffe´omorphe a` l’ouvert distingue´ U associe´ a` T .
L’e´quivalence est une conse´quence imme´diate des remarques suivantes:
1) la classe [s] ∈ K si et seulement si la de´formation D est symplectiquement
e´vanouissante;
2) le voisinageW de [s] est contenu dans K si et seulement si l’inte´grale
∫
T
Ω est
nulle. Or cette 1-forme basique est nulle si et seulement si
∫
D
Ω = 0. ✷
3.5 Groupo¨ıde structural: structure diffe´rentiable
Soit P le groupo¨ıde des pe´riodes sphe´riques de´rive´es de Λ. On conside`re la
suite exacte de groupo¨ıdes topologiques
0→ P −→ ν∗F
q
−→ G → 0(3.5.2)
ou` G est le groupo¨ıde quotient ν∗F/P . On dira que G est le groupo¨ıde struc-
tural de la varie´te´ de Poisson (M,Λ). En proce´dant comme dans la preuve de la
proposition 3.5, on de´montre le the´ore`me 1.1, a` savoir que G est un groupo¨ıde de
Lie si et seulement si le groupo¨ıde de´rive´ P est un sous-groupo¨ıde de Lie plonge´
de ν∗F e´tale´ sur M .
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3.6 Groupo¨ıde structural: structure feuillete´e
On supposera de´sormais que G est un groupo¨ıde de Lie. Soient L la forme de
Liouville sur le fibre´ conormal p: ν∗F → M et S le feuilletage image re´ciproque
de F par p. La 1-forme feuillete´e Φ ∈ Ω1(S; ν∗S) de´finie par
Φ(X) = iXdL
sera appele´e la forme de Maurer-Cartan de ν∗F . Son noyau est le sous-fibre´
horizontal de la connexion partielle de Bott d’apre`s (2.1.1). Cette forme feuillete´e
ve´rifie les proprie´te´s suivantes que l’on de´duit aise´ment de l’e´criture locale de la
forme de Liouville L:
1) Φ(µ∗) = p∗µ pour tout champ invariant a` gauche µ∗ associe´ a` une section µ
de l’alge´bro¨ıde de Lie ν∗F .
2) Φ est invariante a` gauche, i.e. pour toute 1-forme basique µ, on a
(Lµ)
∗Φ = Φ
ou` Lµ est la translation a` gauche pour la structure de groupo¨ıde sur ν
∗F ;
3) dSΦ = 0.
La forme de Maurer-Cartan ve´rifie en fait la proprie´te´ d’invariance suivante: pour
toute section µ de ν∗F , on a
(Lµ)
∗Φ− Φ = p∗dFµ(3.6.3)
et donc
µ∗Φ = dFµ(3.6.4)
Puisque P est horizontal pour la connexion partielle de Bott, tous les objets
pre´ce´dents sont projetables par q: ν∗F → G et de´finissent des objets analogues
sur G. On dira que le groupo¨ıde de Lie abe´lien G est F-feuillete´.
3.7 Comple´tion transverse
On de´signe encore par S le feuilletage image re´ciproque de F par la projection
p: G → M . Si le groupo¨ıde structural G est se´pare´, on peut toujours construire
un supple´mentaire NS de TS a` l’aide d’une me´trique riemannienne. Si G n’est
pas se´pare´, il n’existe pas en ge´ne´ral de supple´mentaire de TS. Cela justifie
la de´finition suivante: on dira que la varie´te´ de Poisson (M,Λ) est transver-
salement comple`te si le groupo¨ıde structural G (resp. le groupo¨ıde de´rive´ P)
posse`de un supple´mentaire NS de TS (resp. invariant par l’action de P).
Exemples 3.6 (1) Soit F le feuilletage de M = S2 × R − {(N, 0)} de´fini par
l’e´quation dt = 0. En multipliant la forme volume canonique v0 de S
2 par une
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fonction positive convenable, on peut obtenir une forme volume des feuilles ω
dont la fonction d’aire −
∫
S2
ω ∈ C∞(R−{0}) tend vers +∞ quand t tend vers 0.
Soit σ la forme feuillete´e repre´sente´e par ω. Le groupo¨ıde de´rive´ de la structure
de Poisson Λ = (F , σ) est engendre´ par la pe´riode
−
∫
S2
d0,1ω = d(−
∫
S2
ω) ∈ Ω1(R− {0})
C’est un sous-groupo¨ıde de Lie ferme´ de ν∗F .
(2) Si l’on remplace la 2-forme ω de l’exemple (1) par la 2-forme etv0, le groupo¨ıde
de´rive´ n’est plus ferme´, mais le supple´mentaire de TS engendre´ par le champ
∂
∂t
+ r ∂
∂r
est invariant par l’action de P .
Ces deux varie´te´s de Poisson sont inte´grables d’apre`s le the´ore`me 1.3. On
exhibe enfin un exemple de varie´te´ de Poisson qui n’est pas transversalement
comple`te:
(3) SoitM le comple´mentaire dans S2×S2×R de la re´union des deux ensembles
S2 × {N}×]−∞, 0] et {N}× S2 × [0,+∞[. Le feuilletage en produit de sphe`res
induit un feuilletage F de´fini par une submersion f :M → R. Soient p1 et p2 les
projections de S2×S2 sur chacun des facteurs. La forme feuillete´e symplectique
σ repre´sente´e par e−t p∗1v0 + e
t p∗2v0 de´finit une structure de Poisson Λ sur
M . Le groupo¨ıde de´rive´ P est engendre´ par la 1-forme e−tdt au-dessus de M− =
f−1(]−∞, 0[) et par la 1-formemetdt au-dessus deM+ = f−1(]0,+∞[). La forme
conormale dt en tout point de la feuille f−1(0) est simultane´ement adhe´rente
aux nappes de pe´riodes de´finies par e−tdt au-dessus de M− et e
tdt au-dessus
de M+. L’invariance d’un supple´mentaire NS par l’action de ces deux nappes
entraˆınerait que le champ vertical ∂
∂r
est normal en restriction a` f−1(0) ce qui
n’est e´videmment pas possible.
3.8 Groupo¨ıde structural de l’inte´gration de Poisson
Soient Λ0 = (F0, σ0) une structure de Poisson sur une varie´te´M0 et Λ = (F , σ)
la structure de Poisson releve´e sur M = Π1(F0). Le fibre´ conormal ν∗F est le
fibre´ vectoriel image re´ciproque du fibre´ conormal ν∗F0 par α0 et β0. On se
propose de montrer qu’il en est de meˆme pour les groupo¨ıdes structuraux G et
G0 de Λ et Λ0. Pour cela, il suffit de de´montrer le lemme suivant:
Lemme 3.7 Le groupo¨ıde de´rive´ P de Λ est l’image re´ciproque du groupo¨ıde
de´rive´ P0 de Λ0 par α0 et β0.
De´monstration Si Ω0 est un repre´sentant de la classe d1[Λ0], alors la classe
d1[Λ] est repre´sente´e par Ω = α
∗
0Ω0 − β
∗
0Ω0. Pour toute sphe`re s tangente a` la
feuille de F passant par u ∈M0, la pe´riode∫
s
Ω = α∗0(
∫
α0◦s
Ω0)− β
∗
0(
∫
β0◦s
Ω0)(3.8.5)
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D’autre part, toute sphe`re s0 tangente a` la feuille L0 de F0 passant par u se
rele`ve par β0 en une sphe`re s tangente au reveˆtement universel α
−1
0 (u) de L0.
Leurs pe´riodes sphe´riques sont relie´es par∫
s
Ω = −β∗0 (
∫
s0
Ω0)(3.8.6)
D’apre`s (3.8.5) et (3.8.6), P0 est la restriction de P a` M0. Par ailleurs, la con-
nexion partielle de Bott trivialise P en restriction aux fibres de α0 et de β0 car
celles-ci sont simplement connexes. D’ou` le re´sultat. ✷
Proposition 3.8 Le groupo¨ıde structural p: G →M de Λ est l’image re´ciproque
du groupo¨ıde structural p0: G0 → M0 de Λ0 par α0 et β0. En outre, si S et
S0 sont les feuilletages image re´ciproque de F et F0 par p et p0, alors la forme
de Maurer-Cartan Φ ∈ Ω1(S; ν∗S) de G est l’image re´ciproque de la forme de
Maurer-Cartan Φ0 ∈ Ω1(S0; ν∗S0) de G0 par α0 et β0. ✷
4 Inte´gration symplectique
Soit Λ0 = (F0, σ0) une structure de Poisson sur une varie´te´ M0. Dans cette
section, on va de´montrer le the´ore`me 1.3. On rappelle son e´nonce´: si
H1) tout cycle e´vanouissant de F0 est trivial,
H2) le groupo¨ıde structural G0 est un groupo¨ıde de Lie,
H3) la varie´te´ de Poisson (M0,Λ0) est transversalement comple`te,
alors (M0,Λ0) est inte´grable.
Soit Λ = (F , σ) la structure de Poisson releve´e sur M = Π1(F0). Inte´grer
(M0,Λ0) va consister a` comple´ter l’inte´gration de Poisson (M,Λ) en un dia-
gramme
❍❍❍❍❥
✲ ✲
✟✟✟✟✙
✟✟✟✙❄❄
(G0, η0) (M,Λ)(Γ, η)
(M0,Λ0)
p0
α β α0
β0
i pi
ou` (Γ, η) est un groupo¨ıde symplectique, (G0, η0) est un sous-groupo¨ıde de Poisson
pre´symplectique (voir [7]) et i et pi sont des morphismes de Poisson.
De fac¸on pre´cise, on cherche a` construire une extension Γ du groupo¨ıde
d’homotopie M par le groupo¨ıde structural G0 qui inte`gre l’extension d’alge´-
bro¨ıdes de Lie (2.3.2). L’hypothe`se (H2) fournira donc le noyau de l’extension.
On remarque que le groupo¨ıde structural G de (M,Λ) sera de meˆme un groupo¨ıde
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de Lie abe´lien F -feuillete´ d’apre`s la proposition 3.8. La de´monstration se fera en
trois e´tapes:
1) Inte´gration cohomologique: on montrera que la classe d1[Λ] ∈ H2(F ,F0; ν∗F)
s’inte`gre en une classe ν ∈ H2(M,M0;P); celle-ci sera la classe d’un cocycle
sur M a` valeurs dans G qui est cohomologue a` ze´ro en restriction a` M0.
L’hypothe`se (H1) (i.e. la se´paration de M) interviendra dans cette e´tape.
2) Inte´gration diffe´rentiable: cette e´tape se de´composera en trois nivaux
i) on construira a` l’aide du cocycle un fibre´ principal pi: Γ→M de groupo¨ıde
structural G qui sera trivial en restriction a` M0;
ii) on construira une connexion F-partielle Θ sur le G-fibre´ principal Γ;
iii) on montrera que la courbure Ω de Θ repre´sente la classe d1[Λ] qui deviendra
ainsi une vraie classe de Chern.
3) Inte´gration symplectique: il y aura encore deux niveaux diffe´rents
i) on construira une forme symplectique η telle que pi: (Γ, η) → (M,Λ) soit un
morphisme de Poisson a` fibres isotropes. L’hypothe`se (H3) n’interviendra que
pour construire η dans le cas ou` l’espace total Γ n’est pas se´pare´.
ii) on montrera que les projections α et β forment une paire duale comple`te
(au sens de [27]) ce qui de´finira une structure de groupo¨ıde symplectique sur Γ
d’apre`s [4].
4.1 Inte´gration cohomologique
Un cocycle sur M a` valeurs dans G est un couple ({Ui}, {τij}) forme´ d’un
recouvrement ouvert U = {Ui} et de sections τij : Ui ∩ Uj → G telles que
i) τii = 0 sur Ui,
ii) τij − τik + τjk = 0 sur Ui ∩ Uj ∩ Uk.
Un tel cocycle repre´sente une classe dans le groupe H1(U ; G∼) de cohomologie de
U a` valeurs dans le faisceau G∼ des germes de sections de G. Cette classe de´finit
par passage a` la limite une classe τ dans le groupe Hˇ1(M ; G∼) de la cohomologie
de Cˇech de M a` valeurs dans le faisceau G∼ (voir [9]). De fac¸on ge´ne´rale, cette
cohomologie ve´rifie les proprie´te´s suivantes:
i) Si les cycles e´vanouissants de F0 sont triviaux, la varie´te´M est se´pare´e et donc
la cohomologie de Cˇech Hˇ∗(M ; G∼) est isomorphe a` la cohomologie H
∗(M ; G∼) de
M a` valeurs dans le faisceau G∼ (voir [9]).
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ii) Pour toute paire (M,M0), on a une suite exacte longue
. . .→ Hq(M,M0; G∼) −→ H
q(M ; G∼)
ε∗0−→ Hq(M0;G0∼ )→ . . .
et puisque les applications induites par α0 et β0 sont des sections de ε
∗
0, celle-ci
se de´compose en suites exactes courtes:
0→ Hq(M,M0; G∼)→ H
q(M ; G∼)→ H
q(M0;G0∼ )→ 0(4.1.1)
iii) La suite exacte de groupo¨ıdes de Lie (3.5.2) induit une suite exacte de fais-
ceaux 0→ P → ν∼
∗F
q
→ G∼ → 0. Celle-ci induit une suite exacte longue
. . .→ Hq(M,M0;P)→ H
q(M ;M0; ν∼
∗F)→ Hq(M,M0; G∼)→ . . .
dont le cobord δ: Hq(M,M0; G∼) → H
q+1(M,M0;P) est un isomorphisme car le
faisceau ν∼
∗F des germes de 1-formes relatives est mou (voir [9]).
iv) Soient φ1 le faisceau des germes de 1-formes basiques et Q le faisceau quotient
φ1/P . La suite exacte de faisceaux 0 → P
j
−→ φ1
k
−→ Q → 0 induit une suite
exacte longue
. . .→ Hq(M,M0;P)
j∗
−→ Hq(M,M0;φ
1)
k∗
−→ Hq(M,M0;Q)→ . . .(4.1.2)
Soit Fu la fibre de la submersion α0: M → M0 en un point u de M0. Les
inclusions des fibres Fu dans M induisent des morphismes de restriction qui
rendent commutatif le diagramme suivant:
✲
✲
H2(M,M0;P)
❄∏
H2(Fu;P|Fu)
✲
✲
H2(M,M0;φ
1) H2(M,M0;Q)
❄ ❄∏
H2(Fu;φ
1|Fu)
∏
H2(Fu;Q|Fu)
{j∗u}
j∗ k∗
{k∗u}
ρP ρφ1 ρQ(4.1.3)
v) D’apre`s [24], on a un isomorphisme l∗: Hq(F ,F0; ν∗F)→ Hq(M,M0;φ1). En
restriction aux fibres Fu, cet isomorphisme induit des morphismes l
∗
u qui rendent
commutatif le diagramme suivant:
✲
✲
H2(F ,F0; ν∗F)
❄∏
u∈M0
H2(Fu; ν
∗F |Fu)
H2(M,M0;φ
1)
❄∏
u∈M0
H2(Fu;φ
1 |Fu)
l∗
{l∗u}
ρF ρφ1(4.1.4)
On remarque que le groupe H2(Fu; ν
∗F|Fu) est isomorphe au groupe de coho-
mologie de De Rham H2(Fu; ν
∗
uF0)
∼= H2(Fu;Rm).
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vi) Le faisceau restreint P |Fu est le faisceau constant dont la fibre est la fibre
(P0)u ∼= Zr de P0 en u. Donc le groupe H2(Fu;P|Fu) est isomorphe au groupe
de cohomologie singulie`re H2(Fu; (P0)u) ∼= H2(Fu;Zr). On a la factorisation
suivante:
❅
❅❘
✲
  ✒
H2(Fu;P|Fu) H
2(Fu;φ
1 |Fu)
H2(Fu; ν
∗F|Fu)
h∗u
j∗u
l∗u(4.1.5)
L’hypothe`se d’inte´grabilite´ cohomologique est une reformulation du crite`re
d’inte´grabilite´ de P. Dazord ([6]). Le the´ore`me suivant va montrer que ce crite`re
est effectivement ve´rifie´ pour les varie´te´s de Poisson conside´re´es:
The´ore`me 4.1 Une varie´te´ de Poisson (M0,Λ0) qui ve´rifie les conditions (H1)
et (H2) est cohomologiquement inte´grable,i.e. il existe ν ∈ H2(M,M0;P) telle
que j∗ν = d1[Λ].
De´monstration Soient Ω un repre´sentant de la classe d1[Λ] et Ωu sa restriction
a` la fibre Fu. On va montrer que la construction d’un ante´ce´dent ν de d1[Λ] se
rame`ne a` la construction de classes entie`res νu ∈ H2(Fu;P |Fu) qui ”inte`grent” les
classes re´elles [Ωu] ∈ H2(Fu; ν∗F |Fu). D’apre`s l’exactitude de la suite (4.1.2),
la classe d1[Λ] se remonte en une classe ν si et seulement si la classe projete´e
k∗(d1[Λ]) est nulle. Si l’on conside`re le diagramme (4.1.3), on obtient:
ρQ(k
∗(d1[Λ])) = {k
∗
u}(ρφ1(d1[Λ]))
Or, d’apre`s le the´ore`me 6.1 (que l’on prouvera dans §6), le morphisme de restric-
tion
ρQ: H
2(M,M0;Q) −→
∏
u∈M0
H2(Fu;Q|Fu)
est injectif car les fibres Fu sont simplement connexes. Il s’ensuit que k
∗(d1[Λ]) =
0 si et seulement si la famille de restrictions
ρφ1(d1[Λ]) = {l
∗
u[Ωu]} ∈
∏
u∈M0
H2(Fu;φ
1 |Fu)
(voir le diagramme (4.1.4)) se projette par {k∗u} sur la classe nulle. Pour cela, il
faut et il suffit que les classes re´elles [Ωu] posse`dent des ante´ce´dents entiers νu
car
j∗u(νu) = l
∗
u(h
∗
u(νu)) = l
∗
u[Ωu]
d’apre`s la factorisation (4.1.5).
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Enfin, les fibres Fu e´tant simplement connexes, l’inte´gration de Ω sur les
sphe`res tangentes aux fibres de´finit des classes
νu ∈ Hom(pi2(Fu),P|Fu ) = H
2(Fu;P|Fu)
telles que h∗u(νu) = [Ωu]; d’ou` le the´ore`me. ✷
4.2 Inte´gration diffe´rentiable: construction du fibre´ prin-
cipal a` groupo¨ıde structural
La notion de fibre´ principal a` groupo¨ıde structural est duˆe a` A. Hae-
fliger ([10]). Soient H
✲✲
β
α
H0 un groupo¨ıde de Lie, Γ une varie´te´ munie d’une
application diffe´rentiable ρ: Γ→ H0 et
Γ×H0 H = {(γ, h) ∈ Γ×H: α(γ) = ρ(h)}
le produit fibre´ correspondant. Une action a` droite de H sur Γ est une
application diffe´rentiable (γ, h) ∈ Γ×H0H 7→ γ.h ∈ Γ ve´rifiant des proprie´te´s qui
ge´ne´ralisent celles de l’action d’un groupe (voir [17]). On dira que l’action est
propre si l’application (γ, h) ∈ Γ×H0H 7→ (γ, γ.h) ∈ Γ×Γ est propre. De fac¸on
concre`te, une action libre et propre de´finit une structure de H-fibre´ principal
pi: Γ→M = Γ/H.
On supposera de´sormais que H est le groupo¨ıde structural G de (M,Λ) et l’on
rappelle que celui-ci est un fibre´ en groupes abe´liens F -feuillete´.
Les notions d’atlas fibre´ et cocycle s’e´tendent de fac¸on naturelle au cas des
fibre´s principaux a` groupo¨ıde structural. Ceux-ci sont classifie´s par la classe
τ ∈ H1(M ; G∼) d’un cocycle (voir [10]). Un G-fibre´ principal au-dessus de M est
trivial en restriction a` M0 si et seulement si le cocycle induit est cohomologue a`
ze´ro. Puisque la suite (4.1.1) est exacte, ce sera le cas si la classe τ est relative.
Proposition 4.2 L’inte´gration cohomologique ν ∈ H2(M,M0;P) de (M0,Λ0)
est repre´sente´e par un cocycle qui de´finit un G-fibre´ principal pi: Γ → M . De
plus, ce fibre´ est trivial en restriction a` M0.
De´monstration La classe τ = δ−1ν ∈ H1(M,M0; G∼) est repre´sente´e par un
cocycle ({Ui}, {τij}) sur M a` valeurs dans G. Soit Γ le quotient de la re´union
disjointe
∐
G |Ui par la relation d’e´quivalence qui identifie g dans G |Uj avec
g + τij(p(g)) dans G|Ui . La projection p:
∐
G|Ui→M passe au quotient en une
submersion surjective pi: Γ→M . La projection ψ:
∐
G|Ui→ Γ se restreint en un
diffe´omorphisme G-e´quivariant ψi qui rend commutatif le diagramme suivant:
❅
❅❘
✲
 
 ✠
G|Ui pi
−1(Ui)
Ui
p pi
ψi
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Donc son inverse ϕi est une carte de trivialite´ locale. L’atlas fibre´ {(Ui, ϕi)}
de´finit une structure de G-fibre´ principal sur Γ. Puisque la classe τ est relative,
ce fibre´ est trivial en restriction a` M0 et l’on a le diagramme suivant:
✲
✲
G0 Γ
i
✏✏
✏✏
✏✏✏✶
❄
✻
❄
M0 M
ε0
p0 s0 pi
ε
(4.2.6)
ou` la section nulle s0 de p0 de´finit une section ε de pi au-dessus de M0. ✷
On remarquera que pour l’essentiel cette construction correspond a` la cons-
truction d’une re´alisation isotrope de Libermann par P. Dazord dans [6].
4.3 Inte´gration diffe´rentiable: construction d’une conne-
xion F-partielle
La projection q: ν∗F → G est l’application exponentielle de l’alge´bro¨ıde de
Lie ν∗F sur G. A toute section µ de ν∗F , on associe le champ fondamental
µ∗ de´fini par
µ∗γ =
d
dt
(γ.q(tµ))|t=0 , γ ∈ Γ
Soit S le feuilletage image re´ciproque de F par pi. Une 1-forme de connexion
F-partielle est une 1-forme feuillete´e Θ ∈ Ω1(S; ν∗S) a` valeurs dans l’alge´bro¨ıde
de Lie ν∗S qui ve´rifie les deux conditions suivantes:
1) Θ(µ∗) = pi∗µ pour toute section µ de l’alge´bro¨ıde de Lie ν∗F .
2) Θ est G-invariante, i.e. pour toute section feuillete´e µˆ de G, on a:
(Rµˆ)
∗Θ = Θ
ou` Rµˆ est la translation a` droite correspondante pour l’action de G sur Γ.
Exemple 4.3 L’action (µ1, µ2) ∈ ν∗F ×M ν∗F 7→ µ1 + µ2 ∈ ν∗F est libre et
propre. Le fibre´ conormal ν∗F est donc muni d’une structure naturelle de fibre´
principal de groupo¨ıde structural ν∗F . La connexion partielle de Bott s’interpre`te
(par l’interme´diaire de la forme de Maurer-Cartan Φ, voir §3.5) comme une con-
nexion partielle plate (voir §4.4).
La donne´e de la connexion partielle plate Φ sur G est essentielle pour l’existence
de connexions partielles sur Γ: elle jouera le meˆme roˆle que la connexion cano-
nique des trivialisations locales d’un fibre´ principal classique.
Proposition 4.4 Le G-fibre´ principal pi: Γ → M posse`de une 1-forme de con-
nexion F-partielle relative Θ ∈ Ω1(S,F0; ν∗S).
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De´monstration Soit {(Ui, ϕi)} un atlas fibre´ dont le recouvrement sous-jacent
est localement fini. Soit {ρi} une partition de l’unite´ subordonne´e. La 1-forme
feuillete´e Θi = ϕ
∗
iΦ ∈ Ω
1(S|Ui ; ν
∗S|Ui) est une 1-forme de connexion partielle
sur l’ouvert pi−1(Ui). Alors on ve´rifie aise´ment que
Θ =
∑
pi∗(ρi) Θi ∈ Ω
1(S; ν∗S)
est une 1-forme de connexion partielle sur Γ.
Il reste a` montrer que la 1-forme feuillete´e Θ est relative, c’est-a`-dire que
ε∗Θ = 0 ou` ε = i◦s0, voir le diagramme (4.2.6). Or la 1-forme de connexion
partielle induite i∗Θ est la 1-forme de Maurer-Cartan Φ0 de G0 et celle-ci est nulle
en restriction a` M0 d’apre`s (3.6.4). Il s’ensuit que ε
∗Θ = s∗0(i
∗Θ) = s∗0Φ0 = 0. ✷
En restriction a` chaque ouvert Ui, la diffe´rence Θ−Θi des connexions partielles
Θ et Θi = ϕ
∗
iΦ se projette en une 1-forme feuillete´e relative θi. Le re´sultat suivant
caracte´rise le recollement de connexions partielles locales:
Proposition 4.5 Soit τij le cocycle qui de´finit le G-fibre´ principal Γ. Les 1-
formes feuillete´es relatives θi ve´rifient θj − θi = dFτij = τ∗ijΦ. Re´ciproquement,
toute famille de 1-formes feuillete´es relatives θi ve´rifiant cette proprie´te´ de´termine
une 1-forme de connexion partielle Θ ∈ Ω1(S,F0; ν
∗S)
De´monstration Pour toute intersection Ui ∩ Uj , la diffe´rence θj − θi se rele`ve
en une 1-forme feuillete´e sur pi−1(Ui ∩ Uj) donne´e par
pi∗(θj − θi) = Θi −Θj = ϕ
∗
iΦ− ϕ
∗
jΦ
= ϕ∗j ((ϕi◦ϕj)
∗Φ− Φ)
= ϕ∗j ((Lτij )
∗Φ− Φ)
= ϕ∗j (p
∗(dFτij))
= pi∗(dFτij)
d’apre`s l’identite´ (3.6.3). Donc θj − θi = dFτij = τ∗ijΦ d’apre`s la proprie´te´
universelle (3.6.4) de Φ. Re´ciproquement, si les 1-formes feuillete´es θi ve´rifient
cette condition, les 1-formes de connexion partielle Θi + pi
∗θi sur pi
−1(Ui) se
recollent en une 1-forme de connexion partielle Θ sur Γ. ✷
4.4 Inte´gration diffe´rentiable: construction de la courbure
et de la classe de Chern
On de´finit la 2-forme de courbure par dFΘ ∈ Ω2(S,F0; ν∗S). Comme
dans le cas classique, la courbure se projette en une 2-forme feuillete´e ferme´e
Ω ∈ Ω2(F ,F0; ν∗F).
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The´ore`me 4.6 Le morphisme j∗: H2(M,M0;P) → H2(F ,F0; ν∗F) envoie la
classe ν d’un cocycle sur la classe [Ω] de la courbure d’une connexion partielle.
De´monstration Soit ({Ui}, {τij}) un cocycle qui repre´sente la classe τ = δ−1ν
tel que le recouvrement sous-jacent soit localement fini. Soit {ρi} une partition de
l’unite´ subordonne´e. On se propose de construire un repre´sentant de la classe j∗ν
en proce´dant comme dans le cas de S1-fibre´s principaux (cf. [3]). Pour cela, on
de´finit des 1-formes feuillete´es relatives θi = −
∑
ρj dFτij qui ve´rifient θj − θi =
dFτij . Puisque ces diffe´rences sont dF -ferme´es, les 2-formes feuillete´es relatives
locales dFθi se recollent en une 2-forme feuillete´e relative globale Ω qui repre´sente
la classe j∗ν (cf. [3]). Or la courbure de la connexion partielle Θ construite dans
la proposition 4.5 est donne´e par dSΘ = dS (Θi + pi
∗θi) = pi
∗dF θi = pi
∗Ω. Bref,
j∗ν = [Ω] est la classe de la courbure Ω de la connexion partielle Θ. ✷
La classe [Ω] ∈ H2(F ,F0; ν∗F) sera appele´e la classe de Chern re´elle du
G-fibre´ principal pi: Γ→M . Le the´ore`me 4.6 justifie la terminologie suivante: on
dira que ν = δτ ∈ H2(M,M0;P) est la classe de Chern entie`re (cf. [5], [6]).
Corollaire 4.7 La classe de´rive´e d1[Λ] est la classe de Chern re´elle de Γ. ✷
4.5 Inte´gration symplectique: construction de la structure
symplectique
Soit σ ∈ Ω2(F ,F0) la forme feuillete´e symplectique de la structure de Poisson
releve´e Λ sur M . Dans cette e´tape, on cherche a` construire un repre´sentant
symplectique η de la forme feuillete´e releve´e pi∗σ ∈ Ω2(S,F0).
On fixe tout d’abord un couple de de´compositions adapte´es de TM0 et TM . Si
les groupo¨ıdes structuraux G0 et G sont se´pare´s, il existe des de´compositions de
TG0 et TG adapte´es a` celles de TM0 et TM . Si ce n’est pas le cas, il faut utiliser
l’hypothe`se (H3) pour obtenir de telles de´compositions. Celles-ci de´finissent des
de´compositions adapte´es de TΓ en restriction aux ouverts de M qui trivialisent
pi. Par un argument de partitions de l’unite´, on obtient une de´composition de
TΓ adapte´e au couple de de´part. La projection pi induit alors un morphisme de
complexes qui rend commutatif le diagramme suivant:
✲
✲
❄ ❄
Ωq(F ,F0; ν∗F) Ωq(S,F0; ν∗F)
pi∗
Ω1,q(M,M0) Ω
1,q(Γ,M0)
pi∗
∼= ∼=
Soit ω le repre´sentant pur de σ. La 2-forme feuillete´e Ω ∈ Ω2(S,F0; ν∗S)
de´termine´e par la 3-forme pure d1,0ω est la courbure d’une connexion partielle Θ
sur Γ. Le repre´sentant pur θ ∈ Ω1,1(Γ,M0) de Θ ve´rifie donc d0,1θ = pi∗d1,0ω.
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La 2-forme relative ξ = pi∗ω − θ repre´sente pi∗σ. Les composantes pures de
dξ de type (0, 3) et (1, 2) sont nulles. La composante pure de type (2, 1) est
d0,1-ferme´e et donc repre´sente une classe dans le terme E
2,1
1 (S,F0) de la suite
spectrale de Leray-Serre de la paire (Γ,M0).
Lemme 4.8 Les fibres de α: Γ
pi
−→M
α0−→M0 sont simplement connexes.
De´monstration Pour tout point u ∈ M0, le G-fibre´ principal pi: Γ → M induit
un fibre´ principal pi: α−1(u) → α−10 (u) dont le groupe structural Gu est la fibre
de G en u. La connexion Θ induit une connexion usuelle sur ce fibre´ principal
dont la courbure est la restriction de Ω a` α−10 (u). On conside`re la suite exacte
d’homotopie
. . .→ pi2(α
−1
0 (u))
∂∗−→ pi1(Gu) = Pu −→ pi1(α
−1(u)) −→ pi1(α
−1
0 (u)) = 0
Le bord ∂∗ envoie la classe d’homotopie d’une sphe`re s tangente a` α
−1
0 (u) sur la
pe´riode
∫
s
Ω d’apre`s [14]. Il est donc surjectif; d’ou` le lemme. ✷
Le lemme 4.8 implique que le terme E2,11 (S,F0) = 0 d’apre`s [7]. Il existe donc
une d0,1-primitive ζ ∈ Ω2,0(Γ,M0) de la partie pure de type (2, 1) de dξ.
Proposition 4.9 La 2-forme relative
η = pi∗ω − θ − ζ
est un repre´sentant symplectique de pi∗σ et donc pi: (Γ, η)→ (M,Λ) est un mor-
phisme de Poisson a` fibres isotropes.
De´monstration. La 3-forme relative dη = d2,−1θ− d1,0ζ est pure de type (3, 0)
et d0,1-ferme´e, c’est-a`-dire que dη est une forme basique qui s’annule sur M0.
Donc η est un repre´sentant ferme´ de pi∗σ. Il reste a` prouver que η est a` noyau
nul. Soit X un vecteur tangent a` Γ en γ tel que
iXη = iXpi
∗ω − iXθ − iXζ = 0(4.5.7)
Pour tout vecteur vertical Y , on obtient Θ(Y )(X) = −iXθ(Y ) = iXη(Y ) = 0.
Le vecteur X est donc tangent a` S et l’identite´ (4.5.7) se re´duit aux identite´s
iXpi
∗ω = 0 et iXθ = 0. Or, la premie`re identite´ implique que X est vertical et
donc X = 0 d’apre`s la deuxie`me identite´. ✷
4.6 Inte´gration symplectique: construction de la structure
de groupo¨ıde symplectique
On se propose de finir la de´monstration du the´ore`me 1.3. D’apre`s la proposi-
tion 4.9, les projections α: (Γ, η) → (M0,Λ0) et β: (Γ, η) → (M0,−Λ0) forment
une paire duale stricte ([27]). Il ne reste donc plus qu’a ve´rifier la proposition
suivante:
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Proposition 4.10 La paire duale stricte (α, β) est comple`te.
De´monstration Il suffit de montrer que pi: (Γ, η) → (M,Λ) est un morphisme
de Poisson complet car la projection α0: (M,Λ) → (M0,Λ0) est comple`te. On
rappelle que pi est complet au sens de [8] si pour toute 1-forme µ sur M a`
support compact, le champ Y de´fini par iY η = −pi∗µ est complet. Puisque pi est
un morphisme de Poisson, le champ Y se projette sur le champ complet X de´fini
par iXω = −µ0,1 ou` µ0,1 est la partie pure de type (0, 1) de µ. D’autre part, on
a:
Θ(Y ) = iY θ = −iY η + iY pi
∗ω = pi∗µ− pi∗µ0,1 = pi
∗µ1,0
Le champ Y est donc un champ invariant par l’action de G qui se projette sur le
champ complet X . On en de´duit que Y est un champ complet. ✷
D’apre`s la caracte´risation des groupo¨ıdes symplectiques ([4]), toute paire duale
comple`te est un groupo¨ıde symplectique et donc (Γ, η) re´alise l’inte´gration sym-
plectique universelle de (M0,Λ0) ce qui ache`ve la preuve du the´ore`me 1.3.
5 Obstruction a` l’inte´grabilite´
Soit (Γ, η) l’inte´gration symplectique universelle d’une structure de Poisson
Λ0 = (F0, σ0) sur une varie´te´ M0. Le but de cette section est de prouver le
the´ore`me 1.5, c’est-a`-dire de montrer que les conditions de re´gularite´ repertorie´es
au the´ore`me 1.1 sont bien ne´cessaires pour pouvoir inte´grer la structure de Pois-
son Λ0. Ce faisant, on reactualise dans notre contexte les travaux de P. Dazord
en leurs donnant leur sens ve´ritable qui est de repre´senter d1[Λ] comme une classe
de Chern ainsi qu’elle a e´te´ introduite et de´crite au §4.4. La de´marche consistera
a` retrouver en ordre inverse´ les diffe´rentes e´tapes de´taille´es a` la section 4.
On supposera pour simplifier que Π1(F0) est se´pare´ meˆme si le the´ore`me 1.5
reste valable dans le cas ge´ne´ral des varie´te´s de Poisson re´gulie`res.
5.1 Extensions de groupo¨ıdes de Lie
Le sous-groupo¨ıde d’isotropie IsΓ = {γ ∈ Γ: α(γ) = β(γ)} de Γ est
plonge´, ferme´ et distingue´ dans Γ. Il n’est pas en ge´ne´ral a` fibres connexes, mais
ce sera le cas pour la composante connexe N0 deM0 dans IsΓ. L’action naturelle
a` droite de N0 sur Γ est donc libre et propre. D’apre`s le crite`re de Godement
([22]), le quotient M = Γ/N0 est muni d’une structure de varie´te´ pour laquelle
pi: Γ→M est un fibre´ principal de groupo¨ıde structural N0.
La varie´te´ quotient M he´rite de Γ une structure de groupo¨ıde de Lie a` fi-
bres simplement connexes qui s’e´tale sur Π1(F0). D’apre`s [19], ils sont en fait
isomorphes. Bref, on a une extension de groupo¨ıdes de Lie
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❍❍❍❍❥
✲ ✲
✟✟✟✟✙
✟✟✟✙❄❄
N0 M = Π1(F0)Γ
M0
p0
α β α0
β0
i pi
(5.1.1)
On s’inte´resse a` l’extension infinite´simale associe´e. On rappelle que:
i) la projection α0 induit un isomorphisme α0∗: LM → X(F0) ou` LM est l’alge`bre
de Lie des champs invariants a` gauche sur M (voir [11]);
ii) l’alge`bre de Lie LΓ des champs invariants a` gauche sur Γ est l’image du
morphisme injectif d’alge`bres de Lie
α# = η#◦α∗: Ω1(M0) −→ X(Γ)
qui, a` toute 1-forme µ, associe le champ Y = α# de´fini par iY η = −α∗µ (voir
[4]).
Alors puisque la projection α est un morphisme de Poisson, on obtient un
isomorphisme de suites exactes d’alge`bres de Lie
0
0
✲
✲ ✲
✲
LN0
✻
Ω1(M0,F0)
✲
✲
LΓ LM
pi∗
✻
❄
Ω1(M0) X(F0)
Λ#
α# α0∗
✲
✲
0
0
(5.1.2)
ou` pi∗ est le morphisme d’alge`bres de Lie induit par pi.
Bref, l’extension d’alge´bro¨ıdes de Lie (2.3.2) est l’extension infinite´simale as-
socie´e a` l’extension de groupo¨ıdes de Lie (5.1.1). En particulier, on a le re´sultat
suivant:
Proposition 5.1 Le fibre´ conormal ν∗F0 est l’alge´bro¨ıde de Lie de N0. ✷
5.2 Action structurale, isotropie et groupo¨ıde structural
D’apre`s la proposition 5.1 et le diagramme (5.1.2), α#: Ω1(M0,F0)→ LΓ est
l’action infinite´simale associe´e a` l’action de N0 sur Γ. Puisque le morphisme de
Poisson α est complet (voir [4]), les champs verticaux α#µ sont complets. Si l’on
note ϕα
#µ
t leurs flots, l’action infinite´simale s’inte`gre en une action a` droite du
groupo¨ıde ν∗F0 sur Γ
Γ×M0 ν
∗F0
(γ, µ)
−→
7→
Γ
ϕα
#µ
1 (γ)
(5.2.3)
qui rele`ve l’action structurale de N0 sur Γ (cf. [5]). Son isotropie I0 est en-
gendre´e par les 1-formes relatives µ pour lesquelles ϕα
#µ
1 est l’identite´. Par
construction, N0 est le groupo¨ıde quotient ν∗F0/I0.
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On montre aise´ment que l’action (5.2.3) est propre et donc que celle de N0 est
libre et propre. Bref, on retrouve la structure de N0-fibre´ principal sur Γ comme
une conse´quence de la comple´tion de α.
5.3 Construction du fibre´ principal a` groupo¨ıde structural
Soit Λ = (F , σ) la structure de Poisson releve´e de Λ0 sur le groupo¨ıde
d’homotopie M = Π1(F0). D’apre`s [6], la projection pi: (Γ, η) → (M,Λ) est
une re´alisation isotrope de Libermann, i.e. un morphisme de Poisson com-
plet a` fibres connexes se´pare´es et isotropes. La comple´tion de pi entraˆıne que tout
champ vertical Y = pi#µ de´fini par iY η = −pi∗µ est complet et son flot est note´
ϕµt .
L’action de ν∗F sur Γ de´finie par
Γ×M ν
∗F
(γ, µ)
−→
7→
Γ
ϕµ1 (γ)
(5.3.4)
est le rele`vement par α0 de l’action a` droite (5.2.3) de ν
∗F0 sur Γ. Son isotropie
I est l’image re´ciproque par α0 et β0 de l’isotropie I0 de l’action bilate`re de ν∗F0
sur Γ. Les projections α0 et β0 de´finissent alors un meˆme groupo¨ıde de Lie image
re´ciproque N = ν∗F/I.
L’action de N sur Γ est libre et propre et donc Γ est muni d’une structure
de N -fibre´ principal au-dessus de M . Celle-ci est essentiellement identique a` la
structure de N0-fibre´ principal de´crite au §5.2: le groupo¨ıdeN est le mode`le local
commun.
5.4 Construction de la connexion F-partielle canonique
Soit Y = pi#µ le champ vertical complet de´fini par une 1-forme relative µ sur
M . La courbe inte´grale de Y passant par γ ∈ Γ s’e´crit
t ∈ R 7→ ϕµt (γ) = ϕ
tµ
1 (γ) ∈ Γ
Il s’ensuit que Y est le champ fondamental de l’action de N sur Γ associe´ a` la
section µ de l’alge´bro¨ıde de Lie ν∗F .
Soit S le feuilletage image re´ciproque de F par pi. A toute de´composition de
TM0, on associe la 1-forme feuillete´e Θ ∈ Ω1(S; ν∗S) donne´e par
Θ(pi#µ) = pi∗µ1,0
ou` µ1,0 est la partie pure de type (1, 0) de la 1-forme µ pour la de´composition de
TM adapte´e a` celle de TM0.
Proposition 5.2 La 1-forme feuillete´e Θ est une 1-forme de connexion F-par-
tielle relative sur Γ que l’on appelera canonique.
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De´monstration Pour toute 1-forme relative µ sur M , la 1-forme Θ ve´rifie la
relation Θ(pi#µ) = pi∗µ. L’invariance de Θ est obtenue en remarquant que l’on a
(ϕµ1 )
∗Θ−Θ = pi∗dFµ(5.4.5)
Si l’on pose Y = pi#µ, alors la 1-forme feuillete´e iY dSΘ est nulle. En effet, pour
toute 1-forme µ1 sur M , on a:
dSΘ(Y, Y1) = iY dSΘ(Y1)− iY1dSΘ(Y )−Θ([Y, Y1]) = pi
∗(iX1dµ+ {µ, µ1}) = 0
ou` le champ Y1 = pi
#µ1 se projette sur le champ X1 = Λ
#µ1. Il s’ensuit que
LY Θ = iY dSΘ+ dSiY Θ = dS(iY Θ) = dS(pi
∗µ) = pi∗dFµ
et donc
d
dt
(ϕµt )
∗Θ = (ϕµt )
∗LY Θ = pi
∗dFµ
L’identite´ (5.4.5) s’en de´duit par inte´gration. Enfin, puisque l’involution ι est un
isomorphisme antisymplectique, on a ι∗Θ = −Θ et donc la 1-forme de connexion
partielle est relative, c’est-a`-dire Θ ∈ Ω2(S,F0; ν∗S). ✷
Proposition 5.3 La classe de Chern re´elle du N -fibre´ principal Γ est e´gale a` la
classe de´rive´e d1[Λ].
De´monstration Pour tout couple µ1, µ2 ∈ Ω0,1(M), on a:
dFΘ(Y1, Y2) = −Θ([Y1, Y2]) = −pi
∗{µ1, µ2}1,0
ou` Yi est le champ horizontal pi
#µi. La courbure de Θ est donc donne´e par
Ω(X1, X2) = −{µ1, µ2}1,0 = iX2iX1d1,0ω
ou` Xi = Λ
#µi et ω est le repre´sentant pur de type (0, 2) de σ. ✷
5.5 Obstruction a` l’inte´grabilite´
D’apre`s la proposition 5.3, les pe´riodes sphe´riques de´rive´es de Λ sont les
pe´riodes sphe´riques de la courbure Ω de la connexion partielle canonique Θ.
Comme dans le cas des S1-fibre´s principaux (voir [14]), on en de´duira la propo-
sition suivante:
Proposition 5.4 L’isotropie I0 de l’action de ν∗F0 sur Γ est e´gale au groupo¨ıde
de´rive´ P0.
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De´monstration Pour tout u ∈ M0, le N -fibre´ principal pi: Γ → M induit un
fibre´ principal pi: α−1(u) → α−10 (u) dont le groupe structural Nu est la fibre de
N en u. Toute sphe`re s tangente a` α−10 (u) se rele`ve en un disque D tangent
a` α−1(u). Son bord est la courbe inte´grale C passant par u d’un champ pi#µ
associe´ a` un e´le´ment µ de l’isotropie I. Re´ciproquement, puisque la fibre α−1(u)
est simplement connexe, une telle courbe est toujours le bord d’un disque qui se
projette par pi sur une sphe`re tangente a` α−10 (u). Alors on a
pi∗(
∫
s
Ω) =
∫
D
dFΘ =
∫
C
Θ = pi∗µ
Bref, l’isotropie I est e´gale au groupo¨ıde de´rive´ P au-dessus de l’espace des unite´s
M0. Il s’ensuit que I0 = P0 d’apre`s le lemme 3.7. ✷
D’apre`s la proposition 5.4, on obtient le the´ore`me suivant dont le the´ore`me 1.5
est une conse´quence imme´diate:
The´ore`me 5.5 Le groupo¨ıde de Lie N0 est e´gal au groupo¨ıde structural G0 de
la varie´te´ de Poisson (M0,Λ0). ✷
6 Cohomologie des submersions
L’objet de cette section est de de´montrer le re´sultat de cohomologie utilise´
dans l’inte´gration cohomologique (voir le the´ore`me 4.1).
6.1 Cohomologie relative des submersions
Soient M une varie´te´, B une sous-varie´te´ de M et pi:M → B une submersion
surjective. Soient Q0 un faisceau de base B et Q le faisceau image re´ciproque
pi∗Q0.
Le faisceau de Leray Hq(pi) est engendre´ par le pre´faisceau qui, a` tout ouvert
V de B, associe le groupe Hq(pi−1(V ), V ;Q); la fibre de b est la limite inductive
Hq(pi)(b) = lim
→
b∈V
Hq(pi−1(V ), V ;Q)
Les morphismes induits par les inclusions de Fb dans pi
−1(V ) de´finissent par
passage a` la limite un morphisme ρb: Hq(pi)(b)→ Hq(Fb, b;Q) qui n’est en ge´ne´ral
ni injectif, ni surjectif. En fait, ρb est un isomorphisme si {pi−1(V )} est un syste`me
fondamental de voisinages de Fb; c’est le cas si Fb est compacte (voir [9]). On
conside`re la suite spectrale de Leray-Serre de cohomologie relative de la
paire (M,B) (voir [9])
Ep,q2 (pi) = H
p(B;Hq(pi)) =⇒ Hp+q(M,B;Q)
28
Le terme E0,q2 (pi) s’identifie aux sections Γ(H
q(pi)) de Hq(pi). En degre´ q ≥ 1, les
morphismes ρb de´finissent donc un morphisme ρ2: E
0,q
2 (pi)→
∏
b∈B H
q(Fb;Q). Si
les fibres Fb sont compactes, alors ρ2 est injectif. Par construction, le diagramme
suivant est commutatif:
0 ✲
✲
✲
❄
✟✟
✟✟
✟✯
✻
Hq(M,B;Q)
∏
b∈BH
q(Fb;Q)
ρ
E0,q∞ (pi) E
0,q
2 (pi)
ρ2ρ∞(6.1.1)
ou` le morphisme ρ est induit par les inclusions des fibres Fb dans M . Si celles-ci
sont compactes, alors les morphismes ρ2 et ρ∞ sont injectifs.
The´ore`me 6.1 Si les fibres Fb sont connexes et H
1(Fb;Z) = 0, alors
i) Hq(M,B;Q) = 0 pour q = 0, 1;
ii) H2(M,B;Q) = E0,2∞ (pi) et le morphisme
ρ: H2(M,B;Q)→
∏
b∈B
H2(Fb;Q)
est injectif.
En degre´ 0, on conside`re le morphisme pi∗: H0(B;Q0) −→ H
0(B;Q). Puisque
les fibres de pi sont connexes et celles du faisceau Q0 sont discre`tes, toute section
de Q est constante en restriction a` chaque fibre. Donc le morphisme pi∗ qui est
e´videmment injectif est aussi surjectif. En degre´ 1 et 2, on proce´dera en quatre
e´tapes. L’e´tude d’une famille de voisinages propres de B dans la 1e`re e´tape
permettra de construire dans la 2e`me e´tape un recouvrement {Wn} annihilant
H1(M,B;Q). Dans la 3e`me e´tape, on ve´rifiera l’annulation de certaines termes
de la suite spectrale de Cˇech de {Wn}. La preuve du the´ore`me combinera ce
re´sultat avec la comparaison des suites spectrales de Leray-Serre des restrictions
pin = pi|Wn .
6.2 Tubes de B
On fixe une me´trique riemannienne surM dont la me´trique induite sur chaque
fibre Fb est comple`te. A` toute fonction continue strictement positive r: B → R,
on associe la re´union W (r) des boules ge´ode´siques ferme´es dans Fb de centre b
et de rayon r(b). Le voisinage W (r) de B sera appele´ le tube de B de rayon
r. On montre tout d’abord deux proprie´te´s des tubes:
Lemme 6.2 Pour tout tube W =W (r), la projection pi|W :W → B est propre.
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De´monstration Pour tout point b ∈ B, soit Ub un voisinage compact de la
boule ge´ode´sique Wb dans Fb. La fonction rayon r e´tant continue, il existe un
voisinage ouvert relativement compact Vb de b et un voisinage produit Vb×Ub de
Ub (ou` l’on note Vb l’adhe´rence de Vb) dont l’intersection avecW est un compact
sature´ pour pi|W . Pour tout compact K ⊂ B, on extrait un sous-recouvrement
fini {Vi ∩K}ni=1 du recouvrement {Vb ∩K}. Alors
(pi|W )
−1(K) =
n⋃
i=1
((Vi ∩K)× Ui) ∩W
est compact. ✷
Lemme 6.3 Pour tout voisinage U de B tel que la projection pi|U : U → B est
propre, il existe un tube W tel que U ⊂W .
De´monstration Puisque pi |U est propre, toute fibre Ub est compacte et donc
il existe une boule ge´ode´sique Wb dont l’inte´rieur
◦
Wb ⊃ Ub. Du recouvrement
ouvert {Vb×
◦
Wb}, on extrait un rafinement localement fini {Vi×
◦
Wi}. Soit ri le
rayon de la bouleWi. La fonction s : B → R de´finie par s(b) = sup { ri : b ∈Wi }
est une fonction en escalier. Si r: B → R est une fonction continue telle que
r(b) ≥ s(b) pour tout b ∈ B, alors U ⊂W =W (r). ✷
Enfin, on s’inte´resse aux proprie´te´s de la suite spectrale de pi|W :
Lemme 6.4 Si W est un tube de B; alors on a
i) H0(W,B;Q) = 0;
ii) H1(W,B;Q) = E0,12 (pi|W );
iii) les morphismes
ρ: H1(W,B;Q) −→
∏
b∈B
H1(Wb;Q)
et
ρ∞: E
0,2
∞ (pi|W ) −→
∏
b∈B
H2(Wb;Q)
sont injectifs.
De´monstration Les fibresWb e´tant connexes, le faisceau de LerayH0(pi|W ) = 0.
Par conse´quent, on a:
i) H0(W,B;Q) = 0;
ii) H1(W,B;Q) = E0,12 (pi|W ).
iii) Puisque pi|W est propre, le morphisme ρ2: E
0,q
2 (pi|W )→
∏
b∈B H
q(Wb;Q) est
injectif en degre´ 1 et 2. Donc les morphismes ρ: H1(W,B;Q)→
∏
b∈B H
1(Wb;Q)
et ρ∞: E
0,2
∞ (pi|W ) −→
∏
b∈BH
2(Wb;Q) sont aussi injectifs. ✷
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6.3 Recouvrement d’annihilation
On se propose de construire un recouvrement annihilant H1(M,B;Q), i.e.
un recouvrement ferme´ croissant {Wn} de M tel que pour tout n,
i) Wn est un tube et l’application pin:Wn → B est propre a` fibres connexes;
ii) le morphisme de restriction H1(Wn+1, B;Q)→ H1(Wn, B;Q) est nul;
iii) le morphisme de faisceaux H1(pin+1)→ H1(pin) est nul.
Pour cela, on montre tout d’abord la condition d’annihilation suivante:
Lemme 6.5 Soient W ⊂ Ŵ deux tubes de B. Si pour point tout b ∈ B, le mor-
phisme de restriction rb: H
1(Ŵb;Q) → H1(Wb;Q) est nul, alors le morphisme
de restriction
r: H1(Ŵ ,B;Q)→ H1(W,B;Q)
et le morphisme de faisceaux
r: H1(pi|
Ŵ
)→ H1(pi|W )
sont nuls.
De´monstration On conside`re le diagramme commutatif suivant:
✲
✲
❄ ❄
H1(Ŵ ,B;Q)
∏
b∈B H
1(Wb;Q)
r
{rb}∏
b∈B H
1(Ŵb;Q)
H1(W,B;Q)
ρρ̂
D’apre`s le lemme 6.4, le morphisme ρ est injectif. On en de´duit que le morphisme
r est nul car {rb} est nul. Par ailleurs, pour tout b ∈ B, on a un diagramme
✲
✲
❄ ❄
H1(pi|
Ŵ
)(b)
H1(Wb;Q)
rb
rb
H1(Ŵb;Q)
H1(pi|W )(b)
ρbρ̂b
ou` ρb est un isomorphisme. Par conse´quent, le morphisme de faisceux r est nul
fibre a` fibre et donc il est nul. ✷ J
Proposition 6.6 Si H1(Fb;Z) = 0, alors pour tout tube W de B, il existe un
tube Ŵ ⊃W de B tel que le morphisme de restriction
r: H1(Ŵ ,B;Q)→ H1(W,B;Q)
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et le morphisme de faisceaux
r: H1(pi|
Ŵ
)→ H1(pi|W )
sont nuls.
De´monstration Pour tout point b ∈ B, soit Ub un voisinage compact de la boule
ge´ode´sique Wb dans la fibre Fb. Puisque H
1(Fb;Z) = 0, il existe un voisinage
compact Ûb de Ub tel que le morphisme de restriction r: H
1(Ûb;Z)→ H
1(Ub;Z)
est nul. La continuite´ du rayon entraˆıne l’existence d’un voisinage ouvert rela-
tivement compact Vb de b et d’un voisinage compact V b × Ûb de Ûb tel que
(V b × Ub) ∩W est un compact sature´ pour pi|W . Soit {Vi×
◦
Ui} un rafinement
localement fini du recouvrement ouvert {Vb×
◦
Ub} de W . Si l’on pose
Û =
⋃
V i × Ûi ⊃ U =
⋃
V i × Ui ⊃ W
alors la projection pi |
Û
: Û → B est propre. En outre, tout morphisme de
restrictionH1(Ûb;Q)→ H1(Wb;Q) est nul, car il se factorise a` traversH1(Ub;Q).
D’apre`s le lemme 6.3, il existe un tube Ŵ ⊃ Û . E´videmment les morphismes de
restriction rb: H
1(Ŵb;Q) → H
1(Wb;Q) sont encore nuls, c’est-a`-dire Ŵ ve´rifie
la condition du lemme 6.5. D’ou` la proposition. ✷
The´ore`me 6.7 Si H1(Fb;Z) = 0, alors il existe un recouvrement W = {Wn}
annihilant H1(M,B;Q).
De´monstration On de´finit W0 = B, puis on proce`de par re´currence. On sup-
pose construit un tubeWn contenant le tubeW (n) de rayon n. Soit U le voisinage
propre Wn ∪W (n+1) de B. D’apre`s le lemme 6.3, il existe un tube W ⊃ U . On
de´finit Wn+1 comme le tube Ŵ associe´ au tube W d’apre`s la proposition 6.6. ✷
6.4 Suite spectrale de Cˇech de W
Soit Hq le syste`me de coefficients sur le nerf du recouvrementW = {Wn} qui,
a` tout p-simplexe singulier n0 < . . . < np, associe le groupe
Hq(Wn0...np , B;Q) = H
q(Wn0 , B;Q)
ou` Wn0...np = Wn0 ∩ . . . ∩ Wnp . Soit E
p,q
2 (W) ⇒ H
p+q(M,B;Q) la suite
spectrale de Cˇech attache´e au recouvrement W ([9]) qui ve´rifie:
Ep,q1 (W) = C
p(W ,Hq) =
∏
n0<...<np
Hq(Wn0...np , B;Q)
Ep,q2 (W) = H
p(W ,Hq)
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The´ore`me 6.8 Soit W un recouvrement annihilant H1(M,B;Q). Alors on a:
Ep,01 (W) = 0 pour tout p
E1,12 (W) = 0
De´monstration D’apre`s le lemme 6.4, H0(Wn, B;Q) = 0 pour tout n et donc
H0 = 0. Il s’ensuit que Ep,01 (W) = 0 pour tout p. D’autre part, il faut montrer
que la suite
E0,11 (W) = C
0(W ,H1)
d1−→ E1,11 (W) = C
1(W ,H1)
d1−→ E2,11 (W) = C
2(W ,H1)
est exacte, ou` d1 est la diffe´rentielle de Cˇech δ. Une 1-cochaˆıne ν ∈ C1(W ,H1)
associe a` tout couple n < m une classe
νnm ∈ H
1(Wnm, B;Q) = H
1(Wn, B;Q)
La 1-cochaˆıne ν est un 1-cocycle si pour tout triplet n < m < p, la classe
νnm − νnp + νmp = 0
en restriction a` Wnmp =Wn. Puisque W est un recouvrement d’annihilation, la
classe νmp ∈ H1(Wm, B;Q) est nulle en restriction a`Wn. Bref, ν est un 1-cocycle
si pour tout triplet n < m < p, on a:
νnm = νnp
en restriction a` Wn. Soit µ ∈ C0(W ,H1) la 0-cochaˆıne qui, a` tout n, associe la
classe
µn = −νnm ∈ H
1(Wn, B;Q)
ou` n < m. Cette classe est inde´pendante du choix de m. Il ne reste plus qu’a`
ve´rifier que δµ = ν. Or, on a µm−µn = −µn = νnm en restriction a` Wnm =Wn
car la restriction de µm a` Wn est nulle. ✷
Corollaire 6.9
H1(M,B;Q) = E0,12 (W)
H2(M,B;Q) = E0,2∞ (W) ✷
Corollaire 6.10 (i) H1(M,B;Q) = 0;
(ii) le morphisme de restriction {rn}: H2(M,B;Q) →
∏
n∈NH
2(Wn, B;Q) est
injectif.
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De´monstration D’apre`s le corollaire 6.9, en degre´ 1 et 2 l’inclusion
0→ E0,q∞ (W) −→ E
0,q
1 (W) =
∏
n∈N
Hq(Wn, B;Q)
co¨ıncide avec le morphisme de restriction
{rn}: H
q(M,B;Q)→
∏
n∈N
Hq(Wn, B;Q)
qui est donc injectif. En degre´ 1, ce morphisme est en plus nul, car W est un
recouvrement d’annihilation. ✷
6.5 Comparaison des suites spectrales
Proposition 6.11 H2(M,B;Q) = E0,2∞ (pi)
De´monstration Les inclusions Wn ⊂Wn+1 ⊂M induisent des morphismes
Ep,q2 (pi) = H
p(B;Hp(pi)) =⇒ Hp+q(M,B;Q)
↓ ↓
Ep,q2 (pin+1) = H
p(B;Hp(pin+1)) =⇒ Hp+q(Wn+1, B;Q)
↓ ↓
Ep,q2 (pin) = H
p(B;Hp(pin)) =⇒ Hp+q(Wn, B;Q)
(6.5.2)
D’autre part, les faisceaux de Leray ve´rifient:
1) H0(pi) = H0(pin) = 0 car les fibres sont connexes;
2) H1(pi) = 0 d’apre`s le corollaire 6.10;
3) le morphisme de restriction H1(pin+1)→ H1(pin) est nul car W est un recou-
vrement d’annihilation.
On en de´duit que
Ep,02 (pi) = E
p,0
2 (pin) = 0
Ep,12 (pi) = 0
et le morphisme de restriction
Ep,12 (pin+1) −→ E
p,1
2 (pin)
est nul pour tout p et tout n. En degre´ 2, le diagramme (6.5.2) se re´duit donc
au diagramme suivant:
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0 ✲
0 ✲ ✲
✲
E1,1∞ (pin+1)
❄0
E1,1∞ (pin)
✲
✲
H2(Wn+1, B;Q) E0,2∞ (pin+1)
❄ ❄
H2(Wn, B;Q) E0,2∞ (pin)
✲
✲
0
0
0 ✲ ✲E1,1∞ (pi)
❄
✲H2(M,B;Q) E0,2∞ (pi)
❄ ❄
✲ 0
‖
0
(6.5.3)
D’ou` la proposition. ✷
Proposition 6.12 Le morphisme ρ: H2(M,B;Q)→
∏
b∈B H
2(Fb;Q) est injec-
tif.
De´monstration On remarque tout d’abord que le morphisme ρ co¨ıncide avec
le morphisme ρ∞: E
0,2
∞ (pi) →
∏
b∈B H
2(Fb;Q) d’apre`s la proposition 6.11. On
conside`re le diagramme commutatif suivant:
0 ✲
✲
✲
❄ ❄
E0,2∞ (pi)
∏
b∈BH
2(Fb;Q)
ρ∞
ρn+1∞
E0,2∞ (pin+1)
∏
b∈BH
2((Wn+1)b;Q)
(6.5.4)
ou` ρn+1∞ est injectif d’apre`s le lemme 6.4.
Soit ν ∈ H2(M,B;Q) une classe telle que ρ(ν) = 0. La restriction νn+1 de
ν a` Wn+1 se projette sur une classe de E
0,2
∞ (pin+1) dont l’image par ρ
n+1
∞ est
nulle d’apre`s le diagramme (6.5.4). Puisque ρn+1∞ est injectif, la projection de
νn+1 dans E
0,2
∞ (pin+1) est nulle. La classe νn+1 se remonte donc en une classe
dans E1,1∞ (pin+1) d’apre`s le diagramme (6.5.3). L’annulation du morphisme de
restriction E1,1∞ (pin+1) → E
1,1
∞ (pin) implique que la restriction νn de ν a` Wn est
nulle. En re´sume´, la classe ν appartient au noyau du morphisme de restriction
{rn}. Or, d’apre`s le corollaire 6.10, ce morphisme est injectif et donc ν = 0. ✷
Le corollaire 6.10 et la proposition 6.12 de´montrent donc le the´ore`me 6.1. On
finit par une ge´ne´ralisation de ce the´ore`me en degre´ arbitraire.
6.6 Cohomologie des submersions
Soient pi: M → B une submersion surjective, Q0 un faisceau de base B et
Q le faisceau image re´ciproque pi∗Q0. Pour e´tendre le the´ore`me 6.1 en degre´
plus grand, on remplace la section globale par une famille de sections locales
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de´finies sur les adhe´rences des ouverts d’un recouvrement relativement compact
et localement fini de B. On construit alors un recouvrement ferme´ croissant
{Wn} de M tel que
i) Wn est un tube de la famille de sections locales et pin: Wn → B est une
application propre a` fibres connexes;
ii) le diagramme suivant est commutatif:
✲
✲pi
∗
n
pi∗n+1
E1,02 (pin+1) = H
1(B;Q0)
‖
E1,02 (pin) = H
1(B;Q0)
✲
✲
H1(Wn+1;Q) E
0,1
∞ (pin+1)
❄ ❄0
H1(Wn;Q) E0,1∞ (pin)
De fac¸on pre´cise, on obtient le the´ore`me suivant:
The´ore`me 6.13 Si les fibres Fb sont connexes et H
q(Fb;Z) = 0 en degre´ q < r,
alors
i) pi∗: Hq(B;Q0)→ Hq(M ;Q) est isomorphisme en degre´ q < r;
ii) la suite
0→ Hr(B;Q0)
pi∗
−→ Hr(M ;Q)
ρ
−→
∏
b∈B
Hr(Fb;Q)
est exacte. ✷
Soit F le feuilletage de´fini par la submersion pi: M → B. Soit φp le faisceau
des germes de p-formes basiques. D’apre`s [24], on sait que Hq(M ;φp) ∼= E
p,q
1 (F).
On a alors le corollaire suivant qui ge´ne´ralise le re´sultat de cohomologie feuillete´e
de [7]:
Corollaire 6.14 Si les fibres Fb sont connexes et les groupes de cohomologie de
De Rham Hq(Fb) = 0 en degre´ q < r, alors on a
Ep,q1 (F) =
{
Ωp(B) pour q = 0
0 pour q < r
✷
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